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/éAx=b sin solucion?

4

Aproximacion
Cuando menor es la distancia entre Ax

Y

b, mucho mejor sera la aproximacion
Definicion:

m
Si Aesuna matrizdem x ny bR artenece a
~una solucion de minimos cuadrados de A
X=Db espm v tol e

b — AX|| < ||b — Ax]| o j
Para toda x en




4 N

Se busca un vector x que haga que Ax sea
el punto en Col A mas cercano a b.

Col A FAX

FIGURA 1  El vector b estd mds cerca de Ax
que de Ax para otro x.
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Como hacemos?! \




/EI teorema de la mejor aproximaci6n

Sean Wun subespacio de B, y cualquier vector en B". vy la proyeccion ortogonal
de y sobre W Entonces y es el punto de W mids cercano a y. en el sentido que

Iy =¥l < lly — vl (3)
para todo ven W distinto de ¥.




Teorema de la descomposicién ortogonal

Sea W un subespf :io de . EntorR_es toda y en
puede escribirse y

(Gniczynente es la forma y=  + Z

Donde estaenWyzenW. De hecho, si{ul,
, U2} es c1inlgypine hacaarkaconal de W,

o P A

entonces (i e e Up

Uy=ug,

Y ademas Y

El vector y de (1) es la proyeccidon ortogonal de v sobre Wy a menudo se escribe

como proyw V. Vea la figura 2. Cuando Wes un subespacio unu:llmensmnaIZa-F-:’-ryul.a
para ¥ :.,Drres.p-:-nde a la férmula dada en la seccién 6.2.

E=¥V —% ¥

o ¥ = proyyy

W

FIGURA 2 1.a proveccion ortogonal de y
sobre W




/Solucién del problema general de ml’nim\o.:

cuadrados

T .
Col A subespacio de B™

Xw» —

H.ﬂl

FIGURAZ La solucidén por minimos cuadrados x estd en B,

t . . . , .
La matr AA es invertible si y sélo si fus
columnas de son linealmente independientes.
En este caso, la ecuacion Ax=Db tiexe solamente

una solucién por minimos cuadrados Y estéj

\ dada por: £=(AT1)'A"h.




tre una solucidon por minimos cuadrados del sistema inconsistente Ax=|
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Solucién  Para usar (3). calcule:
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Entonces la ecuacion ATAx = A™b se vuelve

sl [0)

Pueden usarse operaciones por fila para resolver este sistema, pero como ATA es inverti-
ble y 2 x 2. probablemente sea mas facil calcular

I 3 =1
ATa =1 _
(A4°4) _34[—1 l?}
y luego resolver A7Ax = A™h como

x=(AT)'ATh

S HES PN -
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/ Criterios para una unica solucidn:

enemos que probar que a)&b), b)&&c) y c)ﬁa




Veamos un ejemplo:

4 0 2
Dado:a= [u 2] b= [ u] X = M y , determine el error de
minin L' ‘'lrac LY

en la solucién por minimos cuadrados de Ax=b

ol Fl IR BN
Xaltintak

b — AR|| = /(=22 +(—4)2 + 82 = /84

De aqui que

El error de minimos cuadrados es /84, Para cualquier x en B2, la distancia entre b y el
FIGURA 3 vector Ax es de al menos +/84. Véase la figura 3. Observe que la solucion por minimos
cuadrados X no aparece en la figura. i




{élculo alternativo de solucién de minimos

‘cuadrados

e una forma alternativa
ar una solucién de minir
Rdrados de Ax=b cuando
gmnas de A son ortogona

Veamos
un
ejemplo:




¥ EJEMPLO 4 Encuentre una solucién por minimos cuadrados de Ax = b para
1 —6 —1
A 1 -2 b 2
11 [ N |
b7l [l

Solucion Como las columnas a| v a;de A son ortogonales. la proyeccion ortogonal de
b sobre Col A esta dada por

- h'H| b'ﬂg 8 43
h=H|'H|al+ﬂg'3232=£al+‘£az l:"_!l}
2 -3 —1
HEIRER
~ |2 1211572
2 12 11,2

Ahora que se conoce b, puede resolverse AX =b. Pero esto es trivial, pues ya se
sabe qué pesos colocar en las columnas de A para producir b. A partir de (5) resulta claro

que
[ 847 [2
Y= 4500 [ T |12 .




/ Aplicaciones a modelos lineales \

Supongamos que BO y B1 estan fijos, y
consideremos la recta y= BO+Blx de la
figura. Para cada dato (x(j);y(j)) existe un
punto (x(j);BO+B1x(j)) sobre la recta con la
misma coordenada X. Por otro lado, y(j) es el
valor observado de y, y BO+B1x(j) es el valor
predicho para y (determinado por la recta).
La dify?cia entre lpos valores obgervados y

predicho para y se Iayé residyﬂ._, .

i = \-.‘ . “ \ /

/ 0 > 0 o 7

\ a) Recta b} Cuadritica ¢)Cubica j

0
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Aproximacion por una recta

| Puntode dalos

T, V)

Punto sobre™ —Residud
lalineg  Residual

FIGURAT Ajuste de una linea a datos experimentales.

N

Y,




Si los puntos de datos estuvieran sobre la linea. los pardmetros f, y §, satisfarian
las ecuaciones

Valorde v Valor de v
pronosticad o observad o
Fot by = 0¥
o+ P2 = »
Jﬁﬂ + ﬁl"‘]! = :lIJ'

Este sistema puede escribirse como

I x A )
XB=y. dmde X=| K . |. B= . ¥= . (1)




0 EJEMPLO 1 Encuentre la ecuacion vy = Sy + f£x de la linea de minimos cuadrados
que se ajuste mejor a los puntos de datos (2. 1), (5.2). (7. 3). (8. 3).

Solucion Utilice las coordenadas xde los datos paraestructurar lamatriz X en (1) y las
coordenadas v para estructurar el vector y:

1 2 l
I 5 2
=11 7] Y= |3
I 8 3

Para la solucidn por minimos cuadrados de X8 = y. obtenga las ecuaciones normales
icon la notacion nuevay:

Es decir, calcule

Las ecuaciones normales son

BN

ol [ 4  2277'[ 9] 1t [142 =227 9] 1 [24] [2/7
Bl 122 142 S7T| 7 84| =22 41157 gal|30| " |5/14

Entonces la linea de minimos cuadrados tiene la ecuacion




Vea la figura 2.

FIGURAZ L alineade minimos

2+5

cuadrados v =35 + 1.




/ Modelo Lineal general \

En algunas aplicaciones es necesario ajustar puntos de datos a
algo diferente de una linea recta, ya sea 6rbitas de planetas o

cometas, curvas de luz, etc. En este caso la ecuacién matricial
sigue siendo XB=y pero la forma especifica de X cambia de un
problema a otro. Por lo general. los esnecialistas en estadistica

mtrqducen un vector res Vv — ‘1{-13 + e -OmMO e=y-XB y se
escribe -

Cualquier ecuacién de esta forma es un modelo lineal

Una vez que X e y estan determinadas, el
objetivo es minimizar la longitud de e, lo que
equivale a encontrar una solucién de minimos
cuadrados de XB=y. En cada caso, la solucion
de minimos cuadrados B’ es una solucion de
las ecuaciones ~prlne:

\ X'Xg=Xx'y j




.

Ajuste de otras curvas con \
minimos cuadrados

Cuando los puntos de datos (x1;y1l),...,(xn;yn) en una grafica

Nno se encuentran cerca de una recta, tal vez resulte pertinente

postular alguna otra relacion funcional entre x e .

Los datos se van a ajustar mediante curvas que tienen la forma
general

v=Fopfolx) + 0 flx) +--o 4 B fielx)

Donde f0,...,fk son funciones conocidas y BO,...,Bk son parametros
que se deben determinar. Para un valor particular de x, la
ecuacion da un valor predicho o “ajustado” de y. La diferencia
entre el valor observado y el valor predicho es el residuo. Los
parametros BO,...,Bk se deben determinar para minimizar la suma
de los cuadrados de los residuos.
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C;urva de luz de una estre
variable V1363 Ori

Cambio en el brillo de
una estrella Cefeida
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Regresion multiple

Supongamos que en un experimento tenemos dos
variables independientes u y v y una variable
dependiente y lIna arniaridn ngra predecir Y3 partir de

V= Ho + Froe + Hov

uyvtienela viina

Una ecuacion predictiva mas general podria tener la
forma

v =y + Bu + v +,Hf_.|.!r2 + Hquv +Jl“a'5'L‘2

Ambas ecuaciones conducen a un modelo lineal porque
son lineales en los parametros desconocidos (aun
cuando u y v estan multiplicados). En general, un
modelo lineal surgira siempre que y se prediga

mediante una ¢ v = Fofolte V) + By fi (o v) 4 i fil )




/ Y EJEMPLO4  En geografia, se estructuran modelos locales de terreno a partir de datos

(g Vi Y1)s -+ (lys Vo V). donde ag, v; y vy son latitud, longitud y alfitud, respecma

mente. Descnha el modelo lineal hasadu en (4) que proporciona un ajuste por minimos
cuadrados a datos de este tipo. La solucion es el plano de minimos cuadrados. Vea la

figura 6.

i II‘I

HGUKAG Un plano de minimos
cuadrados.




/ Ejercicio de aplicacion \

De acuerdo con la segunda ley de Kepler, un
cometa deberia tener una orbita eliptica, parabdlica o
hiperbdlica (ignorando las atracciones gravitacionales
entre logplanetas). En convenientes coordenadas
polares, la posic, _ g .. ,~ometa satisface la

> f— e(r-cos v
ecuacion de la furina.

B

Donde es una constante y e es la excentricidad
de la 6rbita, con O<e<1 para una elipse, e=1 para
una parabdla y e>1 para una hipérbol nga que
I(\c cimiiinntac AatAac rr\rresporq a IaS ObservaC|

i, B8 .10 1.42 1.77 2.14 . - . .
cubie toterml_ne el tipo
1de e a el cometa™Cua

C r 300 230 165 1.25 101

t4.6 radianes.
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