


INTRODUCCION

* Los valores singulares han sido estudiados por diversas disciplinas
matematicas, como el andlisis matricial, el analisis funcional y las
ecuaciones en derivadas parciales; pero fundamentalmente por el dlgebra
lineal numérica.

« En el siglo XIX los gedmetras diferenciales (Beltrami, Camile Jordan,
Wielandt, John Sylvester, Lanczos, entre otros) buscaban reducir una
forma cuadratica a una diagonal mediante transformaciones ortogonales.




- Beltrami demostré que si A es una matriz de la forma bilineal real,
no singular y cuadrada, entonces existe una descomposicion del

tipo UT.A.V =S = diag(Gl,Gz ’""Gn)

donde U vy V son matrices drtdgonalesAy los valores singulares
correspondientes son las raices cuadradas positivas de o
de , Ya que son matrices semejantes




{QUE SON LOS VALORES SINGULARES DE UNA MATRIZ?

*Los valores singulares de ung matriz se definen
como las raices cuadradas no negativas de los autdvalpres
de la matriz simétrica , que siempre es definida

no negativa (o semidefinida positiva).

0,20, 2..20, 20
- Se ordenan en forma decreciente p
, siendo p=min(m,n)




DESCOMPOSICION DE VALOR SINGULAR

Teorema: Descomposicion de valor singular
- Sea A una matriz de mxn con valores sindufafes:---=0, >0

Wi =0 =..=0,=0 Entonces, existe una matriz U
ortogonal de mxm, una matriz V ortogonal de nxn y una

matriz Y de . mxn tales que
A= SV

Esta factorizacion de A se conoce como descomposicion de
valor singular(DVS) de A

r es el rango de A




* Las columnas de U se denominan vectores singulares por la
izquierda de A, mientras que las columnas de V son los vectores
singulares por la derecha de A

e Las matrices U y V no estan determinadas en forma unica por A, sino
que > debe contener los valores singulares de A.

LD 0} 0,0
50 0 ,doAde D=

La matriz Y tiene las mismas dimensiones que A, y la matriz D es
una matriz diagonal cuyo orden es igual al rango de A.




« Algunos ejemplos de una matriz Y de esta clase con r=2 (r es el rango de A)

son: L _ _ _ -
2 0 8 0 0 500

s[4 00 soo2 ¥={0 3 0 5|0 20
0 3 0 00 00 000

- - - = 0 0 0

. Para construir la matriz ortogonal V, primero determinamos una base
ortonormal {vl,...,vn} compuesta por autovalores de de nxn

*V=[vl,...,vn] es una matriz ortogonal de nxn

« Para hallar R matriz ortogonal U debemos demostrar que {Avl,...,Avn} es
un conjunto ortogonal de vectores de




« Notemos que los valores singulares satisfacen » Y que
los primeros r de estos son distintos de cero. Pd¥,lo. tanto
podemos inefinalizar al establecer

para i=1,...,r

Rm
 De esta manera obtenemos ungbnjunto ortonormal de ’
pero si r<m debemos extenderio a una base ortonormal de




- Ejemplos: encontrar una descomposicion de valor singular de
las matrices
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FORMA DE PRODUCTO EXTERNO DE LA DVS

Teorema: Sea A una matrlz de mxn con valorquqgubm)s

G _Gr+2_ _vn Uy, Uy seen Uy
Sean Vi Vo ,Vr vectores singulares por la
izquierda y sean vectores singulares por la

derecha de A correspondientes a esos valores singulares.
A=ouyv, +..+o.uv.

Entonces




« Observacion: la DVS es una generalizacion del teorema espectral y el
teorema del producto externo de la DVS generaliza la
descomposicidon espectral.

La DVS de una matriz A contiene mucha informacion importante
acerca de A, como demostraremos en el siguiente teorema:

T
Sea A=UZ2V una descomposicion de valor singular de una matriz A
de mxn. Sean todos los valores singulares
distintos de cero de A. Entonces:

a) FI rangpde Aesr
ul,...,urf)
b) es una base ortonormal de %)J( )
c) {u’"ﬂ""’u’"} es una base ortonormal de nul
Ve, )
d) V77" es una base ortonormal de renglén(A)

e) {Vm,-..,Vn} es una base ortonormal de nul(A)

O ey

o

r



MOTIVACION GEOMETRICA DE LA DVS

* Es preciso recordar que una matriz de dimensiones mxn
transforma la esfera unitakia en en un elipsoide de
Demostraremos este resultado en el siguiente teorema:

«SeaA=UxV' una descomposicion de valor singular de una
matriz A de mxn con rango r. Por consiguiente, la imageR'de
la esfera unitaria en bajo la transformacion matricial que

mapea X a Ax es R™
a. La superficie de %lnelipsoide en si r=n.

b. un elipsoide sdlido en si r<n




Ejemplo: describir la imagen de la esfera Jdritaria en bajo la accidén
de 1a imatriz
A= 0 1
Conllooj(% hOaIgFmos@ITlado previamente,
1 0
Vi Vi

Al ser r=rango(A)=2<3=n, y 0,=v2,0,=1
de que los valoﬁ'%%s |¥lg {ares de A son
yl +y><1 la imagen de la esfera unitari ace la

R? de§|gualdad

o ’ relativa a los ejes coordenados yl y2 de







- Geométricamente puede describirse el efecto de una matriz A

de mxn sobre R"esfera unitaria en en términos del
efecto de cada factori@ivysu DVS, de derecha a
Vizquierda.
. mi:;;fa matriz ortogonal, mapea Iaufl'iflﬁ';a:..‘.'ﬂn'ta”a hacia si

 La matriz de mxn hace dos cosas: las entradas
colapsan n-r de las dimensiones de la esfera unitaria,
dejando una esfera ypitarigrr-dimensional, a la cual las
entradas diagon%\’les’ distintas de cero distorsionan en un
elipsoide.

 La matriz ortogonal U alinea luego los ejes de este elipsoide
con los vectores de base ortonormales en




uy )

Figura 7.21




EXISTENCIA'Y UNICIDAD

- Teorema (Descomposicion SVD): Totka(matriz tiene
una descomposicion en valereés$ingulares de la forma
. Los valores singulares estan deternﬁmados de manera
unica. Si A es cuadrada y los son distintos, las e’
columnas U y V son unicas a menos del signo (por ejemplo
un factor ).




A continuacion veremos una aplicaciéon del método de descomposicion en valores singulares para la
resolucién de un sistema de ecuaciones particular. Como solucién obtendremos una imagen codificada
en el vector x en lugar de la matriz A. En la practica queremos reconstruir una imagen a partir de la
emision de rayos X en una tomografia computarizada

Reconstruccion de imagenes por emisiéon de rayos X en una tomografia computarizada:

Una tomografia computarizada brinda una imagen digitalizada de una region plana R, con el objetivo de
conseguir una reconstruccion en blanco y negro de la misma. El procedimiento es el siguiente

i) Enmarcar en un rectangulo la zona R a reproducir
ii) Dividir el rectangulo en pequefios cuadrados, los denominados pixeles
ili)Colorear cada pixel de gris con una intensidad predeterminada

Si n es la cantidad de pixeles obtenidos entonces, como habiamos visto antes , cuanto mayor sea n mejor
sera la calidad de la imagen reproducida. Para reconstruir un cuerpo con volumen puede aplicarse el
mismo procedimiento.

En las imagenes reproducidas por un tomégrafo computarizado la intensidad del color asignado a cada
pixel de la malla depende de la densidad del tejido cuya imagen se desea reproducir. A priori la
densidad del cuerpo a reconstruir es desconocida (es la incégnita del problema a resolver). Por lo
tanto el tomdgrafo debera procesar informacion que le permita inferir la densidad del cuerpo en cada
uno de los pixeles de la malla.




La reconstruccion de las imagenes se efectua del siguiente modo:
i) Una fuente externa al cuerpo a reconstruir emite un rayo i que lo atraviesa
ii) Al atravesar el cuerpo el rayo i sufre una pérdida de intensidad que es directamente
proporcional a la densidad del cuerpo atravesado.
iii) Un receptor externo recibe al rayo y mide la atenuacidn total que ha sufrido al
atravesar el cuerpo

( )

Supongamos que la region a reconstruir es atravesada por m rayos, numerados delam
y que la malla posee n pixeles numerados de 1 a n. A partir del angulo que forma el rayo i
con la fuente emisora y del tamano de la malla se puede determinar la longitud del tramo
de rah(io que atraviesa cada pixel. Denotamos a la longitud del rayo i que atraviesa el
pixel j, y a la atenuacion del rayo i medida en el receptor. Si suponemos que la
densidad del cuerpo es constante en cada pixel de la malla, y que el factor de atenuacidon

es proporcional a la longitud del tramo del rayo i que atraviesa el pixel j, la
contribucion a la atenualqjién total del rayo i debida al paso por el pixel j sera entonces
para cierto (que depende unicamente del pixel j 5 no del rayo)
i

J

X;




La atenuacidn total en el rayo i se obtiene sumando la atenuacidn
sufrida a lo largo de todos |O§PiXE|éS que el rayo atraviesa, es decir

,Ji=1,....,m X

J

Para poder inferir la densidad del tejido del pixel j debemos hallar la
atenuacion ocurrida al atravesar el pixel j. Como un rayo sdlo
atraviesa algunos pixeles se debe atravesar la region por varios
rayos y procesar en forma conjunta la informacidon obtenida por

todos ellos.

En notacion matricial reconstrc%it@a imagen equivale a resolver el
sistema

Ax=Db.

Cada fila de A corresponde a un rayo, y si el rayoi no
atraviesa el pixel j.




« Consideraciones a tener en cuenta

i)

ii)

iii)

iv)

Para conseguir una buena reconstruccion de la imagen debemos dividir la
region en un numero grande de pixeles (n grande) y emplear muchos rayos
para atravesaria (m grande)

Un rayo puégde atravesar pocos pixeles, por lo tanto la ecuacién asociada a
cada rayo tiene muchos coeficientes nulos. Por lo tanto la matriz A es
dispersa

Si la cantidad de rayos emitidos es menor que la cantidad de pixeles (m<n)
entonces el sistema tendra infinitas soluciones. En este caso se halla la
solucion que da la menor atenuacion de pixeles (solucion de minima norma)

Si la cantjdad de rayos emitidos es mayor que la cantidad de pixeles (m>n)
entonces el sistema podria no tener soluciéon. Lo mismo puede ocurrir si por,
errores de redondeo en las mediciones realizadas para cualquier , el
sistema resulta incompatible.

i

Ademas, la atenuacion de la energia, es una integral de linea a lo largo de la
trayectoria del rayo i,y es el valor de esa integral, mientras que cada
ecuacion planteada es una suma de Riemann. Entonces es altamente
probable que el sistema planteado sea inconsistente. Como ya fue expuesto




COMPRESION DE IMAGENES MEDIANTE EL USO DE LA SVD

e Levantamiento de imagenes a partir de una matriz:

- Toda imagen digital esta representada por una matriz como una tabla de pixeles, cada uno con una densidad
determinada. Las entradas indican el color (o valor de gris, si fuese en blanco y negro) de cada pixel de la imagen
en cuestion. En el caso de estas ultimas, cada pixel tiene 256 tonos de gris y se representa mediante un nimero
entre 0 y 255.

* Por ejemplo la matriz identidad representa un cuadrado blanco con su diagonal principal pintada de negro (los
numeros entre 0 y 1 determinan la densidad de color gris en cada pixel; el 0 representa al color blanco puroyel 1
al negro)

« Compresion de imagenes digitales:

*» Muchas veces surge la necesidad de enviar imagenes por medios electrénicos (por satélite, fax, internet o
medios semejantes) y si las matrices asociadas a estas imagenes es demasiado grande, la cantidad de memoria
necesaria para guardar los datos que contiene es muy significativa. Mostraremos un método mediante el cual,
enviando sdlo informacion parqidlde la matriz, logramos que se pierda la menor cantidad de informacién posible

sobre la imagen. A=UxvT
* En primer lugar, dada la matriz que representa la imagen en cuestidn, realizamos su descomposiciéon en
valores singulares O, partir de la cual %)tkenemos su descomposicion diadica

- El teorema de Eckart y Young afirma que si sélo conservamos los primeros k términos (k<n) de la factorizaciéon
diadica , la distancia entre la matriz obtenida y A es exactamente . Ademas, la matriz es la mas
proxima a A entre todas las matrices de rango k. Como los valores singulares se encuentran en orden
decreciente entonces con la mi?triz reducida tenemos una buena aproximacion de la matriz inicial A.

 En efecto si queremos transmitir la matriz A necesitamos enviar las n columnas de U y de V ademas de los n valores
singulares de A, mientras que para transmitir solamente se envian k de los elementos antes mencionados.

« Cabe destacar que generalmente enviando como maximo un % O inc}uso menos valores singulares de la matriz
ori%'nal puege reconstruirse su imagen casi a la per‘fe&:l@n o.u.v.
X = G u V. 1711

P i=1

=1




Imagen original, correspondiente a una matriz de rango
r=480




Aproximacién correspondiente a una matriz de rango k=50




Aproximacioén correspondiente a una matriz de rango k=10




Aproximacién correspondiente a una matriz de rango k=5
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